Eine punktférmige Masse wird am oberen Ende eines Parabelbogens losgelassen.

Wie lauten die DGL fiir Beschleunigung und Geschwindigkeit? Die Bewegung erfolgt reibungsfrei.
Eine andere punktférmige Masse gleitet ebenfalls reibungsfrei entlang einer schiefen Ebene welche
in (xo/yo) beginnt und im Scheitelpunkt der Parabel endet.

Welcher Korper ist schneller?

Losung:

Energetischer Ansatz:

Nach dem Energieerhaltungssatz gilt:

2
*MM v

1
meg-yo=m-g-y(z)+

Yy (9:) =—-T Parabelbahn

",

Diffrentiation der "x” und "y”"— Koordinaten nach der Zeit ergibt die Geschwindigkeiten in x— und y
Richtung. (Der obere Strich bedeutet die Ableitung nach der Zeit)

v,=T vy =y =A-z-a’ Eingesetzt erhdlt man:
2 N2 2 2 Ao
XN e =2 g |y, — 5" T DGL des Bewegungsablaufs

Trennung der Veranderlichen

8
8

To

Dieses elliptische Integral lasst sich nicht elementar 16sen.
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Loésen der DGL im Losungsblock: Die DGL muss in ihrem héchsten Ableitungsterm linear sein,
deshalb wird die Ausgangs—DGL nochmals nach der Zeit abgeleitet und vereinfacht (siehe unten).

T,:=17s Zy:=50m A:=0.03064734 i
m

z(0 s) =z, z'(0 s)=0ﬁ
I s

2(1)- (1437 2 (1)) +2/(6) A* -2 (£) =—g-A-2(2)

x :=odesolve <a: (t),T,,10° >

Gleichungsléser Nebenbedingun§ehatzwerte

2

X’(t) . (1 +2? 'X(t)2> =g-<2 yo—)\-x(t)Q) Ausgangsgleichung
2ex(£)ex (8) (1427 ex(£)) 45 (8) "+ 22 e () /() = =2 g+ Ao x(£) -/ (2)
(01427 ex (1)) 4+ (8) A2 e (£) =—g Ao (2)

Einschub: Diese DGL lasst sich auch tiber das Bogensegment herleiten:

ds dx
ds=dr-\1+\* -2’ Infinitesimal kleines Bogenstiick = 140 e2?

dt  dt

d
v=—s=x’~ \/1—|—>\2 oz’

dt

Mit dieser Gleichung fiir die Geschwindigkeit geht man wieder in den Energiesatz ein:
72 2 2 >\ 2 . . . .
' e <1 +A" .z > =2g-|yy— 5 T Diese Gleichung wird dann wieder zu:

2

(1) (e(t)” N 1) +2/(8) -2(1)- X =—g- () A
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Charakteristische Werte:
Berechnet werden soll die gesamte Dauer bis der Korper nach dem Start die komplette Parabel
durchlaufen hat:

Fiir die Herleitung der Gesamtzeit werden die Zeitabschnitte fiir jedes Bogensegment aufsummiert.

V= \/2 g- <y0 -y (m)> aus dem Energieerhaltungssatz
ds A/ 2

v= I ds=dx-\1+y (ac) infinitesimal kleines Bogenstiick:

2
e \/1+y’(a:)
- dt

7/ RS Gleichsetzen der Terme

de-\1+y (:U) =\/29.<y0_y(x)>

dt

Durch Trennung der Verdnderlichen und Integration kommt man auf die allgemeine Formel:
(Ahnliche Form wie (I) )

Zy

1 dr .
ges* ™ °
ARG
Tges
Tys=8.28s ty:= 5 =4.14 s Dauer bis zum tiefsten Punkt

t:=05,0.02 5..4-1,

w=e)  a@=1a) vt w0=y0)  a0="
dt dt? 2 dt
v (t) = \/UI (t) ’ +v, (t) ’ absolute Geschwindigkeit und Beschleunigung des Korpers
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Auswertung der Funktionen im Diagramm:
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Herleitung der Bewegungsgleichungen fiir den Korper auf der schiefen Ebene:

Nach dem Energieerhaltungssatz gilt auch hier wieder:

2
*MM v

1
m.g.y0=mog.g(x)+ 5

Schiefe Ebene mit der Geradengleichung:

Y A A
g(w):,@-:v ﬁ=—0=—-m0 wegen: Yo = -ac02
T, 2 2
— 1 2 _ 2 2
g-yo_g-g(a:)+2-v v =, +vy
2 2
v,? +v,> =2 g+ (yo—B-x) z'(t) +8%-2'(t) =2 g-(yo—B-z(t))

2

2'(t) -(1+8%)=2g- (yo—B-z(t))

Auch hier soll versucht werden, eine analytische Losung zu finden:

dw2_ 29 . A,
(E) _1+52 <yo B x)

d , 2
d—f = ; +g2 ‘\VYo—PB-x Trennung der Veranderlichen:

d ' 2 1 2
z = 92 odt -  dx=t-. g2 fiithrt auf die analytische Losung:
\/yo—ﬁ-w 1+8 VYo—B-x 145

8

g-t’ Aoz, A ex® +4
B E tpi=2\|——=9.192 s Dauer bis zum anderen oberen
A“exy” +4 g-A Parabelpunkt.

Fazit: Der Korper auf der Parabelbahn kommt schneller im Ziel an.

At:=tp—T,,=0.908 s
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Vorgabe: "xo” bleibt konstant.
Wie muss der Parameter X gewadhlt werden, damit die Zeit von der Ausgangsposition bis zum
Scheitelpunkt minimal wird?

To
2 3211 Dies ist ein Elliptisches Integral welches
T ()\) = T oA+ dz numerisch gel6st wird:
geA. <m02 —m2>
—Z
1 1 1
A:=0.—,0.001-—..0.1-
m m m

Verlauf der Zeitdauer in Abhangigkeit des Parabel—Parameters X :
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Der optimale Parameter \, bei dem der Korper am schnellsten unterwegs ist wird nummerisch ermittelt:

A:=0.02. !
m
d ' 1
—T(\)=0 Aopt:=find (1) =0.03064734 —
dA m
. >‘opt 1
Scheitelpunkt der Parabel: 5 =0.015324 —
m

>‘opt

Yoi= -x,° =38.31m
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